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РОЗРОБКА АЛГОРИТМІВ ТА ПРОГРАМНИХ КОМПОНЕНТІВ МОДЕЛЮВАННЯ  

КВАЗІСТАЦІОНАРНИХ МАГНІТНИХ ПОЛІВ 
 
(Рекомендовано членом редакційної колегії д-ром геол. наук, проф. М.І. Орлюком) 
Магнітометричний розділ геофізики морських акваторій характеризується переходом на якісно новий рівень досліджень. 

Магнітометричні вимірювання використовуються при виконанні спеціалізованих завдань: трасування трубопроводів, по-
шук затонулих суден, авіабомб і підземних снарядів, що не розірвалися, виявлення і вивчення затонулих об'єктів культурної 
спадщини. Ідентифікація таких затонулих об'єктів називається оберненою задачею морської магнітометрії, і вона нале-
жить до класу некоректно поставлених задач. Першим етапом розв'язання такої задачі є розв'язання прямої задачі, яка по-
лягає у визначенні аномального поля, створюваного тілами певної форми, густини за певних умов занурення і накопичення 
інформації про ці об'єкти. Особливий інтерес становлять задачі визначення аномального поля об'єктів, що складаються з 
тонкостінних конструкцій. Розв'язання ж цієї проблеми багато в чому визначається наявністю ефективної системи про-
грам з вирішення тривимірних прямих задач магнітометрії – знаходження полів типових збуджувальних тіл (наборами яких 
можна апроксимувати реальні об'єкти). У статті описується робота головного алгоритму та підпрограм, які входять до 
головного алгоритму розробленого програмного комплексу MBEM для моделювання магнітних полів тонкостінних констру-
кцій. MBEM створено на основі розробленого модифікованого методу граничних елементів, який базується на класичному 
методі граничних елементів та методі вторинних джерел. Здійснено чисельну перевірку та встановлено ефективність 
розроблених алгоритмів і програмних компонентів на задачах розрахунку магнітного поля тонкостінних конструкцій, для 
яких відомі розв'язки. Наведено приклад роботи програмного комплексу – розрахунок результуючого поля тонкостінної 
труби, а саме моделювання вектора напруженості на площині, яка знаходиться під об'єктом на відстані півметра. 

Ключові слова: магнітне поле, вектор магнітної напруженості, модифікований метод граничних елементів, комплекс 
MBEM, тонкостінні конструкції. 

 
На сьогодні дослідження підводної частини водних 

акваторій характеризується переходом на якісно новий 
рівень. Особлива увага при проведенні пошукових робіт 
приділяється геофізичним методам, у тому числі й маг-
нітометрії (Владов та Старовойтов, 1998; Орлюк та 
ін., 2014; Стариков, 2014). Визначальну роль у розвитку 
теорії і практики сучасних морських магнітометричних 
досліджень відіграють такі чинники: поява вимірюваль-
ної апаратури, що забезпечує високу точність спостере-
жень; вдосконалення методики виконання магнітостати-
чних спостережень; акумуляція знань і практичних ре-
зультатів, і глибока проробка на їхній основі теорії й ме-
тодології інтерпретації магнітометричних даних; стрімке 
збільшення продуктивності обчислювальної техніки та 
створення ефективних інформаційних технологій збері-
гання, обробки та інтерпретації цифрової інформації (Ко-
ртунов та ін., 2007; Манштейн, 2002). Магнітометричні 
вимірювання використовуються широким колом науко-
вих і виробничих організацій при вирішенні спеціалізова-
них завдань: трасування трубопроводів (Крапивський 
та Некучаєв, 2011; Zhao et al., 2014), пошук затонулих 
суден (Holmes, 2008), авіабомб і підземних снарядів, що 
не розірвалися (Звенижский та Парфенцев, 2008; 
Holmes, 2006), виявлення і вивчення затонулих об'єктів 
культурної спадщини, вивчення магнітних полів метало-
конструкцій (Сердюк та ін., 2010; Розов та ін., 2008; Ро-
зов та ін., 2014; Розов та ін., 2013). Ідентифікація таких 
затонулих об'єктів називається оберненою задачею 
морської магнітометрії, і вона належить до класу некоре-
ктно поставлених задач. Рішення оберненої задачі пе-
редбачає визначення форми і розташування тіл, їхньої 
густини та об'єму (Тафеєв, 1953). Виконання цього скла-
дного завдання зазвичай проводиться у декілька етапів. 

Першим етапом розв'язання такої задачі є розв'я-
зання прямої задачі. Пряма задача полягає у визначенні 
аномального поля, створюваного тілами певної форми, 
густини за певних умов занурення і накопичення інфор-
мації про ці об'єкти (Завойський, 1978). Особливий інте-
рес становлять задачі визначення аномального поля 

об'єктів, що складаються з тонкостінних конструкцій 
(Краснов, 1986; Хайруллин, 2012). Розв'язання ж цієї 
проблеми багато в чому визначається наявністю ефек-
тивної системи програм з вирішення тривимірних прямих 
задач магнітометрії — знаходження полів типових збу-
джувальних тіл (наборами яких можна апроксимувати 
реальні об'єкти) (Буличов та ін., 2010). 

Загалом алгоритми розрахунку прямих задач магні-
тометрії поділяються на категорії:  

1. Використання і подальша модернізація існуючих 
аналітичних формул (цей метод дозволяє отримати яв-
ний розв'язок тільки для областей найпростішого виду). 

2. Створення високоефективних швидких наближе-
них чисельних методів, заснованих на застосуванні об-
числювальної техніки. 

Багато методів розв'язання обернених задач базу-
ються, у тому чи іншому вигляді, на методах підбору, що 
вимагає багаторазового застосування алгоритму розв'я-
зання прямої задачі. Це диктує необхідність того, щоб ці 
алгоритми були стійкі до обчислювальних похибок і на 
порядок-два більш швидкодіючими, ніж процедури від-
повідних алгоритмів багатовимірної оптимізації 
(Єрмохин, 1998). 

Із численних методів морської магнітометрії най-
більш успішно застосовуються методи інтегральних рів-
нянь (Блох, 2009). При їхній розробці найбільша увага 
приділялася пошуково-розвідувальній геофізиці великих 
родовищ, які глибоко залягають, де досить часто можна 
користуватися квазідвовимірними наближеннями. Також 
для цих методів слабо розвинена комп'ютерна база для 
розв'язання тривимірних задач. Тому в моделюванні ін-
дукованого магнітного поля тонкостінних конструкцій у 
тривимірному просторі є серйозний пробіл. Нині поси-
лено розвиваються інженерно-пошукові, археологічні та 
екологічні роботи, у яких обсяг цифрової інформації та 
ступінь необхідної деталізації вимагають не просто ком-
п'ютерної обробки, але переходу до моделювання реа-
льної тривимірної картини досліджуваного об'єкта. Тим 
часом обчислювальні можливості сучасних комп'ютерів 
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уже дозволяють перевести цілий ряд завдань моделю-
вання тривимірних середовищ з чисто наукової у практи-
чну площину. 

Для розрахунку електромагнітних полів тепер най-
більш широко застосовуються: метод скінченних різниць 
(МСР); метод скінченних елементів (МСЕ); метод грани-
чних елементів (МГЕ). 

А.В. Пашковський у своїй роботі (Пашковський, 2014) 
навів класифікацію методів розв'язку польових задач. Цю 
класифікацію, яку було розширено й доповнено, подано в 
роботі (Рябенький та ін., 2017). На сьогодні понад 90% су-
часних інженерних програм розрахунку ґрунтуються на ме-
тоді скінченних елементів. Однак у МСЕ (Косиченко, 2013) 
існує ще цілий ряд істотних недоліків – штучне обмеження 
області розрахунку, дискретизація навколишнього прос-
тору, виконання нової дискретизації при зміні положення 
елементів тощо, що привело до пошуків альтернативних 
методів, із яких найбільш перспективним є МГЕ. 

Дж. Т. Кацикаделіс у своїй книзі (Katsikadelis, 2017) 
описав переваги й недоліки МГЕ. Перевагами методу є: 
1. Дискретизації підлягає тільки межа тіла, що полегшує 
чисельне моделювання за допомогою МГЕ і на порядок 
зменшує число невідомих. Таким чином, спрощується і 
зміна моделі, пов'язана з урахуванням змін проекту. 
2. МГЕ дозволяє обчислювати розв'язок та його похідні 
в будь-якій точці розглянутої області та в будь-який мо-
мент часу. Це можливо тому, що метод використовує ін-
тегральне представлення розв'язку отриманого аналіти-
чного виразу, яке можна диференціювати й використо-
вувати як аналітичну формулу. Це неможливо при вико-
ристанні МСЕ, оскільки розв'язок можна отримати тільки 
у вузлових точках. 3. Метод дуже ефективний для обчи-
слень похідних польових функції. Можна з легкістю опе-
рувати зосередженими силами й моментами як в обла-
сті, так і на її межі. На поточній стадії розвитку МГЕ мо-
жна виділити наступні недоліки методу: 1. Чисельна ре-
алізація МГЕ призводить до системи лінійних алгебраїч-
них рівнянь (СЛАР), у яких матриці коефіцієнтів повністю 
заповнені й несиметричні. При використанні МСЕ отри-
мані матриці мають стрічкову структуру. Однак указаний 
недолік МГЕ компенсується значно меншою розмірністю 
матриць. 2. Застосування МГЕ вимагає наявності фун-
даментальної матриці розв'язків. Для побудови гранич-
них елементів треба мати функцію Гріна для відповідної 
області. Такі функції знайдені для областей, які мають 
просту форму. Цей метод не може використовуватися 
для задач, фундаментальний розв'язок яких не відомий 
чи не визначений. 3. Розроблені програми та підпрог-
рами на базі МГЕ носять локальний характер і були ство-
рені лише для розв'язання конкретних задач у досліджу-
ваній області, без особливих засобів візуалізації та пов-
ної автоматизації, що свідчить про необхідність розро-
бки нової САПР, яка відповідає всім сучасним вимогам. 

Недолік, описаний у пункті 2, можна усунути за допо-
могою створення комбінованого методу граничних еле-
ментів і методу вторинних джерел. Д.М. Філіппов у своїй 
роботі (Філіппов, 2013) розвив метод вторинних джерел 
для моделювання двовимірного магнітного поля елект-
ромагнітних систем, в якому при складанні СЛАР для 
знаходження густини вторинних джерел вперше запро-
поновано застосовувати інтегральні закони поля до еле-
ментів межі розділу середовищ. 

Задача про намагнічення тонких оболонок і пластин 
являє собою специфічний граничний випадок загальної 
магнітостатичної задачі, що заслуговує самостійного роз-
гляду (Краснов, 1986). Особливості цієї задачі полягають 
у тому, що мала, порівняно з іншими геометричними роз-
мірами, товщина оболонки обумовлює появу в рішенні за-
дачі різниці близьких величин. Тому необхідно шукати  

такий шлях виконання завдання, за якого умова малості 
товщини враховувалася б вже у самому формулюванні 
задачі. У зв'язку з цим авторами пропонованої статті було 
розроблено модифікований метод граничних елементів 
(ММГЕ) для дослідження магнітних полів тонкостінних 
конструкцій у тривимірному просторі, який засновано на 
методі граничних елементів та вторинних джерел. 

Постановка задачі. За допомогою розробленого 
ММГЕ розробити алгоритми та програмні компоненти 
для моделювання магнітних полів тонкостінних констру-
кцій у тривимірному просторі для розрахунку прямих за-
дач магнітометрії. Також слід зазначити, що розробле-
ний ММГЕ позбавлений недоліку класичного методу гра-
ничних елементів, а саме: для побудови класичних гра-
ничних елементів треба мати функцію Гріна для відпові-
дної області, такі функції знайдені не для всіх можливих 
областей (Katsikadelis, 2016). 

На базі розробленого ММГЕ було створено програм-
ний комплекс MBEM для розрахунку магнітних полів. 
Цей програмний комплекс має дружній інтерфейс, реа-
лізований на операційній системі Linux, з використанням 
gmsh (Гезуйен та Ремаль, 2017) та ani3d (Данилов, 
2010) генераторів та бібліотеки GNU GSL за допомогою 
С та С++ мов програмування. 

Програмний комплекс приймає вхідні параметри, які 
задає користувач. Сам користувач вибирає за допомо-
гою яких сіткових генераторів (gmsh чи ani3d) виконати 
побудову поверхневої сітки та куди вивести результати 
розрахунку: візуалізувати результати програми за допо-
могою gmsh чи вивести їх у файл. Також розроблений 
комплекс програм дозволяє створити довільний об'єкт в 
інтерактивному режимі чи завантажити вже існуючий об'-
єкт; побудувати розрахункову сітку та вивести її на моні-
тор (якщо сітка не підійшла, то можна з легкістю поміняти 
вхідні параметри тріангуляції та розрахувати нову сітку); 
після побудування сітки розраховується ППШ і виво-
диться результат розрахунку індукованого магнітного по-
тенціалу та напруженості у вигляді графіків і векторів. 

Головний алгоритм программного комплексу зобра-
жено на рис. 1. 

Розглянемо докладніше роботу підпрограм, які вхо-
дять у головний алгоритм програмного комплексу: 

 Тріангуляція поверхні заданого об'єкта: будується 
поверхнева конформна тріангуляція області за допомо-
гою портативних бібліотек ani3d чи gmsh (за вибором ко-
ристувача). Вхідна інформація: параметри об'єкта, крок 
тріангуляції, алгоритм розбиття сітки (фронтальний ал-
горитм, алгоритм Делоне, MeshAdapt алгоритм (доступ-
ний тільки в gmsh)). Для складних кривих поверхонь ро-
зробники програмного забезпечення gmsh (Рябенький и 
др., 2017) рекомендують використовувати MeshAdapt 
алгоритм. Коли важлива висока якість елементів – 
краще використовувати фронтальний алгоритм. Для по-
будови великих поверхневих сіток є більш оптимальним 
алгоритм, заснований на тріангуляції Делоне. Після 
отримання початкової поверхневої тріангуляції, до отри-
маної сітки можна застосувати пост-оптимізацію, яка до-
зволяє значно поліпшити її рівномірність та виправити 
певні нерегулярності. Критерій рівномірності при цьому 
може бути іншим, ніж за початкової тріангуляції. Також 
для згладжування трикутної сітки й отримання практично 
рівносторонніх трикутників можна застосувати алгоритм 
Ллойда. На відміну від інших методів згладжування, на-
приклад, від згладжування Лапласа (при якому вузли 
зміщуються таким чином, що кожен внутрішній вузол 
опиняється у центрі мас тіла, утвореного сусідніми вер-
шинами), алгоритм Ллойда може змінити топологію ме-
режі, що викликає приведення до майже рівносторонніх 
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елементів, і уникнути проблем зі змішуванням, які мо-
жуть виникнути при використанні згладжування Лапласа. 
Інформація з даними про тріангуляцію (кількість точок 
розбиття nV , їхні координати, кількість трикутників та 
номери вершин, які входять у кожен трикутник (масив 

faces )) записуються у файл, який має розширення ".out" 
(якщо користувач вибрав ani3d) чи ".msh" (якщо користу-
вач вибрав gmsh). 

 

 
Рис. 1. Головний алгоритм MBEM 

 
 Зчитування та формування масивів для обробки 

результатів тріангуляції. 
 Формування матриці А. Елементи матриці 

i ja  – це 

коефіцієнти впливу, які розраховуються в кожній j -тій 

точці поверхні тріангуляції та відображають вплив від 
цієї точки на інші i -ті точки (рис. 2, а). Вони розрахову-
ються за формулою (1). 

2
*

2 2 231

( )cos ( )cos ( )cos1
μ ( )

4π ( ) ( ) ( )

jP
jkl i jklx jkl i jkly jkl i jklz

ij s jkl jkl
k i ij jkl i jkl i jkl i

x x n y y n z z n
a t l

S x x y y z z 

    
 

     
  (1) 

де jkln  – зовнішня нормаль до контрольного об'єму, що 

знаходиться у площині jk ; , ,jklx jkly jklzn n n  – кути між jkln  

та координатними осями. 
Координати вектора jkln  ( 11 12,j jn n  рис. 2, б) розрахо-

вуються за формулою: 

jkl jkl jkn l n                                  (2) 

де jkn  – зовнішня нормаль до ділянки тонкостінної  

поверхні: 

1 2jk jk jkn r r                                   (3) 

У даній підпрограмі для розрахунку коефіцієнтів 
впливу ija  була застосована багатонитевість.   

 Формування вектора C. Елементи вектора jc  – ко-

ефіцієнти впливу фонового поля на j -ту точку поверхні, 

розраховуються по формулі (4) 
2

*
0 0 0

1

1
( ) [ cos cos cos ]

jP

j s jkl jkl jklx jkly jklz
k i ij

c t l H n H n H n
S  

     (4) 
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 Розрахунок інтенсивності точкових джерел Q 
(знаходження потенціалу простого шару (ППШ) тонкос-
тінної конструкції).  

Для знаходження ППШ складається система лінійних 
алгебраїчних рівнянь (СЛАР): 

    Q CA                               (5) 

У СЛАР (5) матриця  A  є виродженою. Для її розв'-

язку застосовується сингулярне розкладання. 

Після сингулярного розкладання матриця  A  ма-

тиме вигляд: 

     TU S VA                             (6) 

де  S  – матриця такого ж розміру, як  A , у якій елеме-

нти, розташовані на головній діагоналі, є сингулярними 
числами (а всі елементи, що не лежать на головній діа-

гоналі, є нульовими);  U  та  V  – це дві унітарні мат-

риці, що складаються з лівих та правих сингулярних ве-
кторів відповідно. 

Після сингулярного розкладання отримана СЛАР ро-
зв'язується методом найменших квадратів. 

Знаючи значення потенціалу простого шару, можна з 
легкістю знайти індуковане поле у будь-якій точці прос-
тору (скалярний магнітний потенціал (7) і вектор магніт-
ної напруженості (8)): 
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  (8) 

Розглянемо роботу розробленого програмного ком-
плексу MBEM на прикладі. 

Розрахуємо магнітну індукцію залізної труби: зовніш-
ній радіус 1 1.55r м , внутрішній радіус 2 1.45r  , дов-

жина труби 30l м , магнітна проникність заліза 
400  . Труба знаходиться у зовнішньому полі 

0 1 /zH А м . Вісь труби збігається з віссю y . Центр 

труби збігається з початком координат.  
На рис. 3 представлено значення результуючої маг-

нітної напруженост,і одержаної у MBEM (справа) та в 
ANSYS (зліва) на відрізку, який розташовано під трубою 
на відстані 1,25 м від неї. Відрізок має наступні коорди-
нати: 5 5x   , 0y  , 0z  . Порівняємо результати 

розрахунку, отримані в розробленому програмному ком-
плексі MBEM та в програмному комплексі ANSYS.  

На рис. 4 наведено значення вектора напруженості 
на площині з координатами 5x5  , 5y5  , 2z   
(вид збоку), розраховане в розробленому програмному 
комплексі MBEM. 

 

 
Рис. 2. Апроксимація тривимірної поверхні при розрахунку коефіцієнтів впливу 

 



~ 118 ~ В І С Н И К  Київського національного університету імені Тараса Шевченка ISSN 1728-3817 
 

 

 
Рис. 2. Значення результуючої магнітної напруженості на відрізку, який знаходиться  

під тонкостінною конструкцією, розраховані в MBEM(а) та в ANSYS(б) 
 

 
Рис. 3. Розподіл результуючого вектора напруженості на площині з координатами  

5 5x   , 5 5y   , 2z    

 
Висновки. За допомогою розробленого ММГЕ роз-

роблено алгоритми та програмний комплекс MBEM для 
моделювання магнітних полів тонкостінних конструкцій у 
тривимірному просторі для розрахунку прямих задач ма-
гнітометрії. 

Цей комплекс дозволяє моделювати основні ймовір-
нісні характеристики знаходження затонулих об'єктів, на 
підставі яких розробляється стратегія проведення експе-
риментальних досліджень. ММГЕ базується на методі 
граничних елементів (МГЕ) і методі вторинних джерел, 
але, на відміну від класичного МГЕ, не вимагає наявності 
матриці фундаментальних розв'язків. Застосування 
ММГЕ дозволяє розрахувати магнітне поле у тривимір-
ному просторі поблизу та всередині тонкостінної оболо-
нки будь-якої конфігурації, при цьому зменшується роз-
мірність дискретної моделі порівняно з МСЕ та МСР. 

Розроблений програмний комплекс MBEM має друж-
ній інтерфейс, який реалізовано на операційній системі 
Linux із використанням gmsh та ani3d генераторів за до-
помогою С та С++ мов програмування, та працює в ба-
гатонитевому режимі. 
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DEVELOPMENT OF ALGORITHMS AND SOFTWARE COMPONENTS  

OF QUASI-STATIONARY MAGNETIC FIELDS MODELING 
 

The magnetometric section of the marine areas geophysics is characterized by the transition to a qualitatively new level of research, pipeline 
tracing, search for sunken ships, aerial bombs and unexploded ordnance, study of sunken objects of cultural heritage, identification of such sunken 
objects (inverse magnetometry problem), etc. The identification of such objects is called the inverse problem of marine magnetometry, and it belongs 
to the class of incorrectly posed task. The first step in solving this task is to find solution of the direct problem. A direct problem is to determine the 
anomalous field created by objects of a certain shape, density under certain conditions of immersion and accumulation of information about these 
objects. Problems of determining the anomalous field of a thin-walled objects are of particular interest. The solution to this problem is largely 
determined by the existence of an effective system of programs for solving three-dimensional direct magnetometry problems – finding the fields of 
typical objects (by using sets of such objects you can approximate real objects). The article describes the operation of the main algorithm and 
subroutines that are part of the main algorithm of the developed MBEM software for modeling the magnetic fields of thin-walled structures. MBEM is 
based on the developed modified boundary element method, based on the classical boundary element method and the secondary source method. 
Numerical verification has been carried out and the efficiency of the developed algorithms and software components has been established on the 
problems of calculating the magnetic field of thin-walled structures for which solutions are known. The example of the software complex work is 
given – the calculation of the resulting field of a thin-walled pipe, namely the simulation of the tension vector in the plane that is under the object at a 
distance of one half meter. 

Keywords: magnetic field, vector of magnetic tension, modified boundary element method, the MBEM software, thin-walled structures.  
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РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМОВ И ПРОГРАМНЫХ КОМПОНЕНТОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ  

КВАЗИСТАЦИОНАРНЫХ МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 
 

Магнитометрический раздел геофизики морских акваторий характеризуется переходом на качественно новый уровень исследова-
ния. Магнитометрические измерения используются при решении специализированных задач: трассировки трубопроводов, поиска за-
тонувших судов, авиабомб и неразорвавшихся снарядов, для изучении подводных объектов культурного наследия. Идентификация та-
ких объектов называется обратной задачей морской магнитометрии, и она относится к классу некорректно-поставленных задач. 
Первым этапом решения такой задачи является решение прямой задачи. Прямая задача состоит в определении аномального поля, 
создаваемого телами определенной формы, плотности при определенных условиях погружения и накопления информации об этих 
объектах. Особый интерес представляют задачи определения аномального поля объектов, состоящих из тонкостенных конструк-
ций. Решение же этой проблемы во многом определяется наличием эффективной системы программ по решению трехмерных прямых 
задач магнитометрии – нахождение полей типичных тел (наборами которых можно аппроксимировать реальные объекты). В статье 
описывается работа главного алгоритма и подпрограмм, входящих в главный алгоритм разработанного программного комплекса 
MBEM для моделирования магнитных полей тонкостенных конструкций. MBEM создан на основе разработанного модифицированного 
метода граничных элементов, который основан на классическом методе граничных элементов и методе вторичных источников. Осу-
ществлена численная проверка и установлена эффективность разработанных алгоритмов и программных компонентов на задачах 
расчета магнитного поля тонкостенных конструкций, для которых известны решения. Приведен пример работы программного ком-
плекса – расчет результирующего поля тонкостенной трубы, а именно моделирование вектора напряженности на плоскости, которая 
находится под объектом на расстоянии полуметра. 

Ключевые слова: магнитное поле, вектор магнитной напряженности, модифицированный метод граничных элементов, комплекс 
MBEM, тонкостенные конструкции. 




